ФУНКЦИИ В ШКОЛЬНОМ КУРСЕ МАТЕМАТИКИ
1. Понятие функции в математике.


Понятие функции – одно из фундаментальных математических понятий, непосредственно связанных с реальной действительностью. В нём воплощены изменчивость и динамичность реального мира, взаимная обусловленность реальных объектов и явлений.


Термин функция понимается в нескольких различных смыслах. В математике известны два основных направления истолкования понятия функции. 


Первое направление, исторически более раннее, называемое классическим или генетическим, ориентировано в основном на традиционные приложения математики в физике и технике. Оно опирается на понятие «переменная величина».


В рамках этого направления можно выделить два подхода. Первый состоит в истолковании функции как переменной величины. Такое толкование традиционно принималось в школе. Так, в учебнике А.П. Киселёва «Алгебра » для 8 - 10 классов средней школы приводилось следующее определение: «Та переменная величина, числовое значение которой изменяется в зависимости от числовых значений другой, называется зависимой переменной или функцией этой другой переменной величины».

Такое понимание функции скорее соответствует точке зрения физиков.


Второй подход состоит в истолковании функции как закона (или правила), по которому значениям независимой переменной величины соответствуют значения зависимых переменных величин. Так, в учебнике А.Д. Мышкиса «Лекции по высшей математике» даётся определение «Закон (или правило), по которому значениям независимых переменных отвечают (соответствуют) значения рассматриваемой зависимой переменной называется функцией». 
Отметим, что приведённые формулировки нельзя считать строгими определениями функции, поскольку в них фигурирует термин «переменная величина», уточнение смысла которой связано с определёнными трудностями. 

Второе направление толкования функции (теоретико – множественное или логическое) связано с отказом от использования  переменной величины, что приводит к значительному расширению понятия функции, поскольку рассматривает функции не только от величин. В рамках этого подхода  под функцией понимается соответствие между элементами двух множеств Х и У,  при котором каждому элементу множества Х соответствует единственный элемент множества У. В случае множеств произвольной природы вместо термина «функция» используется термин «отображение».
2. Понятие функции в школе
Основные цели: формирование  понятия функции. Систематическое изучение отдельных функциональных зависимостей, их свойств и графиков средствами алгебры и математического анализа. Реализация прикладных возможностей функционального материала при решении задач.   Развитие функционального мышления и графической культуры учащихся. 
Содержание учебного материала. 

7 класс.
Формируется понятие функции и ряд сопутствующих понятий: независимая и зависимая переменные, аргумент, значение функции, область определения функции. Рассматриваются способы задания и график функции. Изучаются  следующие виды функциональных зависимостей: прямая пропорциональность (у=kх), линейная (у=kх+в), степенные (у=х2, у=х3).

8 класс.
Изучаются обратная пропорциональность (
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9 класс.

Повторение понятия функции и сопутствующих понятий, рассмотренных в 7 классе. Вводятся понятия области значений, нулей функции, промежутков знакопостоянства.   Рассматриваются функции, возрастающие и убывающие на промежутке. Выясняется, какими свойствами обладают ранее изученные функции: линейная, обратная пропорциональность. 
Вводится квадратичная функция 
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 (а(0), строится её график, который называют параболой,  и  исследуются  свойства. Затем рассматриваются графики функций 
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. При построении графиков функций 
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 используются такие преобразования как растяжение и сжатие графика от (к) оси, симметрия относительно прямой, параллельный перенос. Наконец, доказывается, что графиком функции 
[image: image8.wmf]c

bx

ax

y

+

+

=

2

является график функции 
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, смещённый в системе координат, то есть парабола.
Рассматриваются стенная функция 
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с натуральным показателем, её свойства и графики. 

Тем, кто хочет знать больше, предлагается изучение дробно – линейной функция и её графика. 

10 класс.

Вводится определение числовой функции. Повторяются сопутствующие понятия из курса алгебры 7, 9 классов. Рассматриваются чётные и нечётные, а также периодические функции. Повторяются понятия функции возрастающей (убывающей) на множестве. Вводятся понятия точек максимума и минимума (точек экстремума), а также максимума и минимума функции (экстремума). Сообщается план исследования функции. Особое внимание уделяется построению графиков функций с помощью преобразований. 

Исследуются свойства тригонометрических функций 
[image: image11.wmf]ctgx

y

tgx

y

x

x

y

x

y

=

=

=

=

,

,

,

cos

,

sin

 строятся их графики.


На интуитивно – наглядном уровне формируются понятия предела функции в точке и функции, непрерывной в точке и на промежутке. 

Вводится понятие производной функции в точке. Рассматриваются приложения производной к исследованию функций, к построению касательной к графику функции в данной точке. Вводится понятие сложной функции.
11 класс. 


Формируется понятие первообразной функции. 


Изучаются показательная и  логарифмическая функции, их свойства, графики, производные. Рассматривается понятие обратной функции. Свойства показательной и логарифмической функций находят применение при решении уравнений и неравенств того же вида.  
3. Методические аспекты формирования понятия функции


Понятие функции в школьном курсе математики определялось по– разному. Выше приведено его определение по учебнику А.П. Киселёва, где функция понимается как переменная величина. Введение в школу в 70 – х годах прошлого века теоретико–множественной идеологии привело к изучению в школе современного понятия функции как соответствия  между элементами двух множеств. 


В дальнейшем, отказавшись от использования теории множеств в школьном курсе математики, авторы действующих учебников [1,3] истолковывают понятие числовой функции как такую зависимость переменной у от переменной х, при которой каждому значению переменной х соответствует единственное значение переменной у (7,9 класс). В 10 классе авторам «удобно принять следующее определение: «Числовой функцией с областью определения D называется соответствие, при котором каждому числу х из множества D сопоставляется по некоторому правилу число у, зависящее от х»[4. c.21].

Понятие функции формируется в 7 классе посредством задач
· о площади квадрата;

· о пути, пройденном автомобилем;

· о температуре воздуха в течение суток;

· о стоимости проезда в пригородном поезде.

Обобщая имеющиеся ситуации, учащиеся приходят к выводу, что всякий раз имеются две переменные величины: сторона квадрата и его площадь; время движения и пройденный путь; время измерения температуры и температура воздуха; номер зоны и стоимость билета. Причём одна переменная независимая (её значения выбираются), а другая – зависимая  (её значения определяются по формуле, по графику, по таблице). В рассмотренных примерах каждому значению независимой переменной соответствует единственное значение зависимой переменной. Такую зависимость одной переменной от другой называют функциональной зависимостью или функцией. 
Вводится понятие графика функции как множества всех точек координатной плоскости, абсциссы которых равны значениям аргумента, а ординаты – соответствующим значениям функции.
В данной теме начинается работа по формированию у учащихся умения находить значение функции по известному значению аргумента, пользуясь формулой или  графиком. Изучение всех функциональных понятий и выработка соответствующих умений сопровождается рассмотрением примеров реальных зависимостей между величинами, что способствует прикладной направленности курса алгебры.
В дальнейшем (9, 10 классы) понятие функции как предмет изучения  не рассматривается. Знания учащихся углубляются и расширяются посредством рассмотрения новых видов функций (чётных и нечётных, монотонных, периодических, непрерывных, имеющих точки экстремумов и т.д.).
4. Методические аспекты изучения отдельных функциональных зависимостей.

При изучении функциональных зависимостей отдельных видов полезна следующая методическая схема.
1. Рассмотреть конкретные  жизненные ситуации (задачи), приводящие к данной функциональной зависимости.

2. Сформулировать определение функции.

3. Построить график данной функции. 
4. Исследовать свойства функции.

5. Использовать изученные свойства функции и её график при решении различных задач, в частности, уравнений и неравенств.  

Отметим, что пункты (3) и (4) могут поменяться местами. 

Проиллюстрируем приведённую схему на примере изучения линейной функции.

Учащимся предлагается рассмотреть два примера.

Пример 1. На шоссе расположены пункты А и В, удалённые друг от друга на 20 км.  Мотоциклист выехал из пункта В в направлении, противоположном пункта А, со скоростью 50 км/ч. За t часов мотоциклист проедет 50 t км и будет находится от А на расстоянии 50t+20 км. Обозначим расстояние (в км)  мотоциклиста от пункта А буквой s. Тогда зависимость этого расстояния от времени движения можно выразить формулой s=50t+20, где t(0.
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Пример 2. Ученик купил тетради по 3 р, за штуку и ручку за 5 р. Обозначим число купленных тетрадей буквой х, а стоимость покупки в рублях буквой у. Получим у=3х+5, где х – натуральное число.

Отвлекаясь от конкретного содержания приведённых примеров и обобщая полученные результаты, приходим к выводу, что в обоих примерах мы встретились с функциями вида 
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, где k и b- числа. Такие функции называют линейными.

В соответствии с пунктом 2 вводим определение: «Линейной функцией называется функция, которую можно задать формулой вида 
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, где х – независимая переменная,  k и b- некоторые числа».

При изучении линейной функции далее вводится график. Он получается из графика прямой пропорциональности, изученного ранее, как прямая, параллельная прямой 
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, где  k( 0. Так как при k=0, график линейной функции у=в также прямая, параллельная оси х при в(0, и сама ось х при в=0, то приходим к выводу, что вообще графиком линейной функции является прямая. Свойства линейной функции на этом этапе обучения не рассматриваются. В 9 классе учащиеся подробно изучают свойства линейной функции: нули, промежутки знакопостоянства и монотонности  [3]. 

В основном в учебниках по алгебре для 6 – 9 классов построение графиков функций предшествуют выявлению их  свойств.  Некоторые графики строятся по точкам (графики прямой пропорциональности 
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). Затем выясняются их некоторые свойства и объясняется как эти свойства отражаются на графике.

Широко используется метод преобразований известных графиков (симметрия относительно прямой, параллельный перенос, растяжение и сжатие по осям). Так, например, график функции 
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строится по точкам, график функции 
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 получается из параболы
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растяжением (сжатием) от оси х в а раз при а>0, симметрией относительно оси х при а<0. Он также называется параболой. Приведением выражения 
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 показывается, что график функции 
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 получается из графика функции 
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 с помощью двух параллельных переносов и, следовательно, является параболой.  Так как вид графика определён, то построение параболы можно осуществлять по характеристическим точкам: вершине параболы и точкам пересечения с осями координат.  График квадратичной функции используется при решении квадратных неравенств. 

Аналогично с помощью преобразования графиков тригонометрических функций строятся графики гармонических колебаний. 

Отметим, что в старших классах, в частности, после изучения применения производной к исследованию свойств функций, графики  функций строятся после изучения их свойств. 
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