ЧИСЛОВЫЕ СИСТЕМЫ В ШКОЛЬНОМ КУРСЕ МАТЕМАТИКИ

РАЗВИТИЕ ПОНЯТИЕ ЧИСЛА В МАТЕМАТИКЕ

Понятие числа принадлежит к фундаментальным, основным понятиям современной математики. С помощью числа человек познаёт количественные отношения реального мира.
Понятие числа возникло из практической деятельности людей.


Существуют историческая и логическая схемы развития понятия числа. 


Исторически за натуральными числами возникают положительные дробные числа, затем отрицательные, иррациональные, мнимые числа и вместе с ними комплексные и гиперкомплексные числа (кватернионы).

Если обозначить множество натуральных чисел и нуль N0, Q+- множество положительных дробных (рациональных) чисел, Q – множество всех рациональных чисел (дробных как положительных так и отрицательных), R – множество действительных чисел, С – множество комплексных чисел, то историческую схему развития понятия числа можно представить в виде N0(Q+(Q(R(С ( гиперкомплексные числа и кватернионы.

При этом каждое расширение имеющегося класса чисел происходило либо под влиянием практики, либо внутренних потребностей самой математики, связанных с необходимостью введения новых чисел для обеспечения выполнимости операций.


Логическая схема развития понятия числа предполагает рассмотрение числовых систем в такой последовательности: натуральные, целые, рациональные, действительные, комплексные числа (N(Z(Q(R(С). 

При этом потребность расширения имеющегося класса чисел обосновывается необходимостью выполнимости операций.
РАЗВИТИЕ ПОНЯТИЕ ЧИСЛА В ШКОЛЕ

В установившейся школьной практике  используется историческая последовательность развития понятия числа. Однако в результате экспериментального исследования возможностей реализации в школе логической
 схемы развития понятия числа были получены положительные результаты.
Ниже представлена последовательность изучения числовых систем в современной школе.

Натуральные числа (1 – 5 классы).

Рациональные числа:

положительные дробные числа, представленные обыкновенными и десятичными дробями (5, 6 классы), положительные и отрицательные дробные числа (6 класс).

Действительные числа (8 класс).


При изучении каждой из  числовых систем обосновывается необходимость введения новых чисел, рассматриваются формы их записи, изображение  точками координатного луча или  прямой, сравнение,  правила (алгоритмы) выполнения операций сложения, вычитания, умножения и деления, законы сложения и умножения.
ИЗУЧЕНИЕ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ В ШКОЛЬНОМ КУРСЕ МАТЕМАТИКИ

Натуральные числа изучаются в 5 и 6 классах.


Основная цель: обобщить и систематизировать знания учащихся о натуральных числах, полученные в начальной школе, развить  вычислительные умения и навыки. 
Содержание учебного материала:

5 класс.

1. Обозначение натуральных чисел.

2. Изображение натуральных чисел точками координатного луча.

3. Сравнение натуральных чисел.
4. Сложение натуральных чисел. Переместительное и сочетательное свойства сложения натуральных чисел.

5. Вычитание натуральных чисел. 
6.Умножение натуральных чисел. Переместительное и сочетательное свойства умножения натуральных чисел.
7. Деление натуральных чисел, в том числе, деление с остатком.

6 класс.

8. Делители и кратные.

9. Признаки делимости натуральных чисел на 10, 5 и 2; на 3 и 9.
10. Простые и составные числа.

11. Разложение натурального числа на простые множители.

12.Наибольший общий делитель (НОД). Взаимно простые числа.

13. Наименьшее общее кратное (НОК).

МЕТОДИЧЕСКИЕ АСПЕКТЫ ИЗУЧЕНИЯ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ

Вводятся натуральные числа как числа для счёта предметов.

1.Обозачение натуральных чисел.


Учащиеся должны понимать, что 

· для записи натуральных чисел используется 10 знаков, которые называются цифрами: 0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9;

· каждое натуральное число разбивается справа налево на классы (по 3 цифры в каждом классе, при этом крайний слева класс может содержать 1, 2 или 3 цифры). Классы имеют  названия.
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· каждый класс разбивается на разряды единиц, сотен и тысяч.
Так как одна единица “высшего разряда” (стоящего в записи числа левее) состоит из 10 единиц “низшего разряда”(стоящего в записи числа правее), то такую запись чисел называют десятичной.

· значение  цифры в записи числа зависит от занимаемого ею места.
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Так, цифра 7, стоящая в классе единиц означает, 7 единиц, а в классе миллионов – 7 миллионов. Поэтому такую запись числа называют позиционной.
Учащиеся должны уметь решать две основные задачи, связанные с обозначением чисел: читать многозначные натуральные числа и записывать их. Чтение чисел менее затруднительно. Для успешности выполнения действия достаточно разбить число на классы, прочитать число, стоящее в каждом классе, слева направо и называя класс.
Например, 7.123.050.641.

Чтобы школьники безошибочно записывали многозначные натуральные числа на слух, можно применить “приём с точками”. Например, требуется записать число “семь млн. сорок три”. 
                                                  .  . . .  . . .
Остаётся заполнить подготовленные места цифрами. Обучение записи чисел может сопровождаться вопросами: какой старший класс и высший разряд содержит данное число, сколько цифр потребовалось для записи числа, какие классы и разряды отсутствуют в данном числе.
2. АРИФМЕТИЧЕСКИЕ ДЕЙСТВИЯ НАД НАТУРАЛЬНЫМИ ЧИСЛАМИ
Изучение каждого действия над натуральными числами предполагает установить:
     1)смысл действия;
2) название компонентов и результата; 

3) правило (алгоритм) его выполнения; 
4) способы проверки результата;

5) зависимость между компонентами и результатом;

6) зависимость изменения результата в зависимости от изменения компонентов;

7) результаты действия  с 0 и 1;

8) законы (свойства) действия;
9) приёмы устного выполнения действия.

В качестве примера рассмотрим умножение натуральных чисел.
1)Смысл действия: умножить число т на натуральное число п – значит найти сумму п слагаемых, каждое из которых равно т.
2)Название компонентов и результата: множители, произведение.

3)Правило (алгоритм) его выполнения: умножение “в столбик”. 
4)Способы проверки результата: выполнение обратного действия - разделить произведение на один из множителей, чтобы получить другой множитель (после изучения деления).
5) Множитель равен произведению, делённому на другой множитель.

6) Если один из множителей увеличить (уменьшить) в несколько раз, то и произведение увеличится (уменьшится) во столько же раз.

7) т( 0=0, т( 1=т.

8) Переместительный, сочетательный, распределительный относительно сложения и вычитания.
9) Приемы, основанные на законах действий.

Отметим, что сложение натуральных чисел вводится аксиоматически, то есть посредством задач, которые интуитивно решаются сложением. Вычитание и деление как действие, обратное сложению и умножению соответственно. Так, делением называется действие, с помощью которого по  произведению и одному из множителей находят другой множитель. 


Отметим, что наиболее трудным для учащихся является действие деление. Ученики допускают ошибки, беря цифру в частном, которая меньше требуемой, либо пропуская нуль в частном.


Для предупреждения ошибок первого типа необходимо приучить сравнивать полученный остаток с делителем, а избежать пропуск нуля в частном может помочь приём с точками. Например, при делении 317984:523.
317984 ∟523

3138       6  0  8
    4184    .   .   . 

При изучении действий над натуральными числами следует формировать прочные навыки их выполнения, так как эти действия составляют основу вычислительных алгоритмов в других числовых системах.
3. ЗАКОНЫ (СВОЙСТВА) АРИФМЕТИЧЕСКИХ ДЕЙСТВИЙ


В справедливости законов сложения и умножения учащиеся убеждаются, решая целесообразно подобранные задачи. Примеры таких задач приведены при описании метода обобщения (см. общую методику). Они должны знать формулировки законов,  уметь записывать их в буквенной форме и знать, что изученные ими законы находят применение 

· для обоснования правил арифметических действий: сложения и умножения “в столбик”;
· для рационализации вычислений;

· для упрощения выражений.

Приведём примеры.

№1.
276+652=(2(100+7(10+6)+(6(100+5(10+2)= (2(100+6(100)+(7(10+5(10)+(6+2)=
=(2+6)(100+(7+5)(10+(6+2).
    276

 + 652                    
    928
№2.

43(12=(10+2)(43=(2+10)(43=43(2+10(43.

    43

 ( 12
    86
  43
  516
№3.

Найдите значение выражения (х+342)+129 при х=371.

№4. Упростите запись выражения 38+5а+75+6а.

ДРОБНЫЕ ЧИСЛА В КУРСЕ МАТЕМАТИКИ 5 - 6 КЛАССОВ.


Дробные числа вводятся  курсе математики 5 класса посредством операции деления. В объяснительном тексте учебника описывается следующая ситуация: мама купила арбуз и разрезала его на 6 равных частей. Эти части называются долями. Так как арбуз разделили на 6 долей, то одна доля составляет одну шестую часть  арбуза или, короче, одну шестую арбуза. Далее вводится форма записи: «пишут 
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 арбуза». 
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Рассматривается отрезок АВ длиной 5 см. Тогда 1 см – это 
[image: image10.wmf]5
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 отрезка АВ.
      Наконец, делят  (режут) на 8 долей  пирог. Если за обедом съели 3 доли, то осталось пять восьмых долей пирога. Эти пять долей обозначают:
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 пирога. Результате вводятся термины: записи вида 
[image: image12.wmf]8
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 называют обыкновенными дробями. В дроби 
[image: image13.wmf]8
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 число 5 называют числителем дроби, а число 8 – знаменателем дроби. Разъясняется, что знаменатель показывает на сколько долей делят, а числитель – сколько таких долей взято. Рассматривается изображение обыкновенных дробей на координатном луче. (При этом удобно использовать миллиметровую бумагу). 

Выводы о сравнении дробей делаются посредством ряда наглядных примеров. Так, рассматривая круг, разделённый на 4 доли, учащиеся устанавливают, что дроби 
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 равны и что на координатном луче равным дробям соответствует одна и та же точка. Вводится термин «дробное число»: две равные дроби обозначают одно и то же дробное число. Это новые для учащихся числа. Им сообщается, что дробные числа можно сравнивать, складывать,  вычитать, умножать и делить.

Посредством деления пирога на 5 долей, учащиеся приходят к выводу, что из двух дробей с одинаковыми знаменателями меньше та, у которой меньше числитель, и больше та, у которой больше числитель. Далее вводится понятие правильной и неправильной дроби. 


Действия сложения и вычитания  дробей с одинаковыми знаменателями вводится посредством операции деления (буханку хлеба разрезают на 8 равных частей (долей). Сначала на тарелку кладут 2 доли, а затем ещё 5 долей. Школьники приходят к выводу, что при сложении дробей с одинаковыми знаменателями числители складывают, а знаменатель оставляют тот же. Аналогично вводится вычитание таких дробей.


Правила сложения и вычитания записывают с помощью букв:
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Пункт «Деление и дроби » играет важную теоретическую роль, так как  учащиеся убеждаются, что: 
· знак деления можно понимать как дробную черту, то есть 
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 (посредством задачи о делении 2 яблок на троих). 
· С помощью дробей можно записать результат деления двух любых натуральных чисел. При этом, если деление выполняется нацело, то частное является натуральным числом, если же разделить нацело нельзя, то частное является дробным числом.
· Любое натуральное число можно записать в виде дроби с любым натуральным знаменателем. Числитель этой дроби равен произведению числа и этого знаменателя.

· Чтобы разделить сумму на число, можно разделить на это число каждое слагаемое и полученные результаты сложить (
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Наконец, вводятся смешанные числа (посредством деления 5 апельсинов между 3 детьми) и рассматриваются операции  выделения целой части из неправильной дроби, представления смешанного числа в  виде неправильной дроби, а также сложения и вычитания. 

Замечание. В объяснительном тексте заявляется, что сложение и вычитание смешанных чисел выполняется на основании свойств этих действий. По сути речь идёт о переместительном и сочетательном законах, которые ни предварительно, ни в пункте учебника не обсуждаются.

Рассмотренный  учебный  материал  служит  базой  для  изучения 

десятичных дробей.

ДЕСЯТИЧНЫЕ ДРОБИ В КУРСЕ МАТЕМАТИКИ 5 КЛАССА

Содержание учебного материала.

1.Десятичная запись дробных чисел.
2.Сравнение десятичных дробей.

3. Сложение и вычитание десятичных дробей.

4. Приближённые значения чисел. Округление чисел.

5.Умножение десятичных дробей на натуральные числа.

6. Деление десятичных дробей на натуральные числа.

7. Умножение десятичных дробей.

8. Деление на десятичную дробь.

Рассмотрим отдельные пункты приведённого списка. 

1. Десятичная запись дробных чисел вводится посредством метрической системы мер. Так, учащимся предлагается выразить 6 дм 3 см сначала в см, а затем в дм. Получается 6 дм 3 см = 63 см = 6
[image: image18.wmf]10
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дм, таким же образом находим, что 4 ц 17 кг  = 4
[image: image19.wmf]100
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 ц. Далее сообщается, что числа со знаменателями 10, 100, 1000 и т. д. условились записывать без знаменателя: сначала пишут целую часть, а потом числитель дробной части, при этом целую часть от дробной части отделяют запятой. В приведённых примерах 6
[image: image20.wmf]10

3

=6,3; 4
[image: image21.wmf]100
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=4,17. Любое число, знаменатель дробной части которого выражается единицей с одним или несколькими нулями, можно представить в виде десятичной записи, или, как говорят иначе, в виде десятичной дроби (введение термина). Для записи десятичных дробей важно понимать, что после запятой числитель дробной части должен иметь столько же цифр, сколько нулей в знаменателе. Поэтому, например число 7
[image: image22.wmf]1000
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 сначала записывают так: 7
[image: image23.wmf]1000
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=7,021. 

Основные виды упражнений:

· запишите в виде десятичной дроби (
[image: image24.wmf]1000
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);
· прочитайте десятичные дроби (0,02036);

· запишите в виде десятичных дробей числа (6 целых, 6 тысячных);

· запишите в виде дроби или смешанного числа (0,07);

· выразите в дециметрах, например, 9 см (в центнерах, например, 30ц 65кг, в тоннах и килограммах, например, 1,785 т).

2. Сравнение десятичных дробей сводится к сравнению натуральных чисел. Первоначально посредством метрической системы мер  учащиеся убеждаются, что если в конце десятичной дроби приписать нуль или отбросить нуль, то получится дробь, равная данной. Поэтому, чтобы сравнить две десятичные дроби, надо сначала уравнять у них число десятичных знаков, приписав к одной из них справа нули, а затем, отбросив запятую, сравнить получившиеся натуральные числа.
3. При введении правил сложения и вычитания десятичных дробей используются обыкновенные дроби: 

3,7+2,651=3,700+2,651=
[image: image25.wmf].
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Тот же ответ можно получить иначе, сложив числа «в столбик», предварительно уравняв количество знаков после запятой:
3,7+2,651=3,700+2,651=6,351                     3,700

                                                                    + 2,651
                                                                       6,351
Далее вводится алгоритм сложения десятичных дробей. Аналогично представлено вычитание десятичных дробей.

Важно обратить внимание учащихся на, приведённые в пункте 32 «Сложение и вычитание десятичных дробей»,  рассуждения о разложении десятичной дроби по разрядам. На примере представления числа 0,444 в виде 0,444=0,4+0,04+0,004 учащимся сообщается, что первый разряд после запятой называют разрядом десятых, второй – разрядом сотых, а третий разрядом тысячных. Разложение десятичной дроби по разрядам отрабатывается посредством упражнений.

Особенно ценную роль играют упражнения № 1199 и  № 1200. 
№ 1199. Используя буквы х и у запишите переместительное свойство сложения и проверьте его, если х=7,3, а у=29, Используя буквы а, в и с, запишите сочетательное свойство сложения и проверьте его при а=2,3; в=4,2 и с=3,7.
№ 1200. Используя буквы а, в и с, запишите свойство вычитания числа из суммы и свойство вычитания  суммы из числа. Проверьте это свойство при а=13,2; в=4,8 и с=2,7.


Перечисленные свойства используются для рационализации вычислений и при решении уравнений.  Приведём примеры. 

№ 1201. Вычислите самым удобным способом значение выражения.
б) 0,387+(0,613+3,124); е) (24,302+17,879) ( 1,302; г) 14,537 – (2,237+5,9).
№ 1211.

Решить уравнение: д) 2,8+l+3,7=12,5.
7. Действие умножения десятичных дробей предваряет умножение   десятичной дроби на натуральное число, которому придаётся следующий смысл: произведением десятичной дроби и натурального числа называют сумму слагаемых, каждое из которых равно этой дроби, а количество слагаемых равно этому натуральному числу. приведённое определение позволяет сформулировать правило умножения десятичной дроби на натуральное число, а также на 10, 100, 1000 и т.д. Следом изучается и деление десятичной дроби на натуральное число, в частности, на 10, 100, 1000 и т.д. 

Правило умножения десятичных дробей вводится посредством задачи: человек идёт со скоростью 4,6 км/ч. Какое расстояние он пройдёт: а) за 3 ч; б) за 0,1 ч; в) за 0,3 ч?
Вопрос (а) рассмотрен предварительно: 4,6(3=13,8.
Отвечая на вопрос (б), рассуждаем так: за час человек проходит 4,6 км, следовательно, за 1/10 часа -  в десять раз меньше, то есть 4,6:10=0,46. С другой стороны, чтобы узнать пройденный путь следует скорость умножить на время, то есть 4,6(0,1=0,46. Вывод: умножить число на 0,1 всё равно, что разделить его на 10, то есть перенести запятую на один знак влево. Далее обобщаем это правило для случая умножения на 0,01; 0,001 и т.д. 
Рассматриваем вопрос (в). За 0,3 ч человек пройдёт в 3 раза больше, чем за 0,1 ч, т.е. 0,46(3=1,38 км. С другой стороны, пройденный путь считается умножением пути на время: 4,6(0,3=1,38. Анализируем полученный результат и формулируем алгоритм умножения десятичных дробей.


К сожалению, в объяснительном тексте учебника не выделены сочетательное, переместительное и распределительное свойства умножения. Учащимся предлагается записать их с помощью букв и проверить для некоторых значений ( упражнения № 1375 и № 1377) . Знание перечисленных свойств и умение применять их является основой при выполнении заданий типа:
1) найдите значение выражения 0,78(496,6 – 396,6(0,78 (№ 1377 г);

2) упростите выражение 4,5у – 2,3у +1,6у (№1378 б);

3) решите уравнение 80,1х – 10,1х+4,7=81,7 (№1414 б).

8. Деление десятичных дробей вводится посредством задачи: площадь прямоугольника равна 2,88 дм2, а ширина его равна 0,8 дм. Чему равна длина прямоугольника?
Решение. 0,8 дм=8 см, 2,88 дм2=288 см2. Длина: 288:8=36 (см)=3,6 (дм).
Естественно считать, что 2,88:0,8=3,6. Как и в случае натуральных чисел, 3,6 – частное 2,88 и 0,8, так как 3,6(0,8=2,88. с другой стороны, 28,8:8=3,6. Принято делить не на десятичную дробь, а на натуральное число. Для этого в делимом и делителе переносят запятую на столько цифр, сколько их после запятой в делителе. Вводим правило деления десятичных дробей.

Методически полезно записать задание в строчку, а уголком делить на натуральное число. Например, 24,576:0,48=             2457,6∟48

Наконец отметим, что в учебной литературе реализована попытка параллельного изучения натуральных чисел и десятичных дробей. Такая методика разработана авторским коллективом под руководством проф. Гельфман Э.Г. и представлена  в учебнике для 5 класса «Натуральные числа и десятичные дроби», изданном в Томском университете.
ОБЫКНОВЕННЫЕ ДРОБИ В КУРСЕ МАТЕМАТИКИ 6 КЛАССА

Частично материал изучен в 5 классе. Главное – сформировано понятие дробного числа.
Содержание учебного материала в курсе 6 класса
1. Основное свойство дроби.
2. Сокращение дробей.

3. Приведение дробей к общему знаменателю.

4. Сравнение, сложение и вычитание дробей с разными знаменателями.

5. Сложение и вычитание смешанных чисел.

6. Умножение дробей.

7. Нахождение дроби от числа.
8. Применение распределительного свойства умножения.
9. Взаимно обратные числа.
10. Деление. 
11.Нахождение числа по его дроби.
12. Дробные выражения.

4. Наиболее трудными для усвоения являются действия сложения и вычитания дробей с разными знаменателям, основанные на операции приведения дробей к наименьшему общему  знаменателю. Учащимся предлагается алгоритм: чтобы привести дроби к наименьшему общему знаменателю надо:
1) найти наименьшее кратное знаменателей этих дробей, оно и будет их наименьшим общим знаменателем;

2) разделить наименьший общий знаменатель на знаменатели данных дробей, то есть найти дополнительные множители;

3) умножить числитель и знаменатель каждой дроби на её дополнительный множитель.


При этом первый пункт также предполагает достаточно сложный алгоритм: чтобы найти наименьшее общее кратное нескольких чисел надо:

1) разложить их на простые множители;
2) выписать множители, входящие в разложение одного из чисел;

3) добавить к ним недостающие множители из разложения остальных чисел;

4) найти произведение получившихся множителей.


Пример. Привести дроби 
[image: image26.wmf]168
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 к наименьшему общему знаменателю.
Решение. 1) 60= 2(2(3(5; 168= 2(2(2(3(7. 

Наименьший общий знаменатель:  2(2(2(3(5(7=840. 
2) 840:60=14, 840:168=5 – дополнительные множители.
3) 
[image: image27.wmf].
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Далее, научить сравнивать, складывать и вычитать дроби с разными знаменателями не представляется затруднительным, так как эти операции основаны на приведении дробей к наименьшему общему знаменателю.

5. Другое трудно усваиваемое действие – вычитание смешанных чисел.
Для обоснования алгоритма этого действия используются свойства вычитания суммы из числа и числа из суммы: (а+в)(с=(а(с)+в=а+(в-с); а((в+с)=а(в(с.
Например, 

[image: image29.wmf].
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Другая сложность возникает в случае, когда дробная часть уменьшаемого меньше дробной части вычитаемого. Учащимся сообщается дополнительное правило: если дробная часть уменьшаемого окажется меньше дробной части вычитаемого, то надо превратить в дробь с тем же знаменателем одну единицу целой части уменьшаемого.
Например, 
[image: image30.wmf].
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Далее учащимся предлагается сложный алгоритм вычитания смешанных чисел.

6. Действие умножения обыкновенных дробей разделено на 2 этапа. Первоначально рассматривается умножение дроби на натуральное число.

Предлагается задача: в бутылке 3/4 литра сока. Сколько сока в 5 таких бутылках?

Решение: 3/4(5=3/4+3/4+3/4+3/4+3/4=15/4=3
[image: image31.wmf].
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Иначе тот же результат можно получить так: 
[image: image32.wmf].
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Вводится правило умножения дроби на натуральное число.

Далее учащимся предлагается задача: длина прямоугольника равна 4/5 дм, а ширина 2/3 дм. Чему равна площадь прямоугольника? (Её решение рассмотрено в общей методике при обсуждении места задач в процессе изучения нового материала). Введённое правило умножения дробей не вызывает затруднений у учащихся.


10. Для введения правила деления дробных чисел используется понятие взаимно обратных чисел.


Два числа, произведение которых равно 1 называются взаимно обратными.


Учащимся предлагается задача: площадь прямоугольника 5/7 м2. Длина одной его стороны 3/4 м. Найти длину  другой стороны.


Решение задачи сводится к решению уравнения 3/4х=5/7, где х – искомая сторона прямоугольника. Умножая обе части уравнения на число 4/3, получим х=5/7(4/3, с другой стороны х=5/7:3/4. Следовательно, 5/7:3/4=5/7(4/3.

Чтобы разделить одну дробь на другую, надо делимое умножить на число, обратное делителю.

8. Важную роль для формирования вычислительной культуры учащихся играет пункт «Применение распределительного свойства умножения». Так, используя распределительный закон умножения относительно сложения и вычитания, учащиеся получаю возможность рационализации вычислений.

Например, 
[image: image33.wmf].
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12. В пункте учебника «Дробные выражения» предполагается изучение совместных действий над десятичными и обыкновенными дробями.


Частное двух чисел или выражений, в котором знак  деления обозначается дробной чертой, называется дробным выражением.

Например, 
[image: image34.wmf].
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Чтобы найти значение такого выражения, учащиеся должны определить, в каких дробях выполнять действия. По всей видимости, было бы полезно сообщить им, какая обыкновенная дробь может быть представлена конечной десятичной дробью (в разложении знаменателя которой на простые множители не содержится других чисел, кроме 2 и 5). В учебнике такие сведения отсутствуют.  
ПОЛОЖИТЕЛЬНЫЕ И ОТРИЦАТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА В КУРСЕ МАТЕМАТИКИ 6 КЛАССА

После изучения положительных дробных чисел вводятся отрицательные числа.

Содержание учебного материала.

1. Введение отрицательных чисел.

2. Координаты на прямой.

3. Противоположные числа.

4. Модуль числа.

5. Сравнение чисел

6. Изменение величин.
7. Сложение и вычитание положительных и отрицательных чисел.

8. Умножение и деление положительных и отрицательных чисел.

9. Рациональные числа.


1. В учебной и методической литературе имеются в основном два пути истолкования отрицательных чисел.

Формально – логический. Этот путь связан с внутренними потребностями математики. Введение отрицательных чисел объясняется необходимостью выполнения действия вычитания для любой пары положительных чисел. Он наиболее близок к аксиоматическому построению множества рациональных чисел.

Реально – конкретный. Этот путь введения отрицательных чисел исходит из их непосредственной связи с действительностью, с конкретными представлениями.


Для введения отрицательных чисел реально-конкретным путём могут быть использованы задачи №875( №877 учебника. Их следует рассмотреть в начале объяснения, первоначально несколько изменив вопрос задачи.
№875. Белка вылезла из дупла и бегает по стволу вверх и вниз. Покажите, где будет находиться белка , если она удалится от дупла на 3 м? Сколько ответов можно дать на этот вопрос?
№876. Поезд вышел со станции Петропавловск и идёт со скоростью 90 км/ч. В какой город придет поезд через 3 часа?

Рис. 2

Что ещё надо знать, чтобы на вопрос был только один ответ?

№877. Из спортивного лагеря выходит группа туристов и движется по шоссе. Покажите, где будут находиться туристы а) через 3 ч, если они идут со скоростью 2 км/ч; б) через 2 часа, если они идут со скоростью 4 км/ч. Что ещё надо знать, чтобы на каждый  вопрос был только один ответ?

Рис. 3

Обобщая и абстрагируясь от конкретного содержания приведённых задач, учащиеся убеждаются, что для определённости ответа на их вопросы необходимо знать направление движения: вверх или вниз, влево или вправо, на запад или на восток. Для простоты характеристики направления движения одно из них принято обозначать знаком  плюс(+), а другое – знаком минус((). 
Числа со знаком плюс перед ними называются положительными, а со знаком минус – отрицательными. Положительные и отрицательные числа изображают точками координатной прямой.

6. Для иллюстрации необходимости введения отрицательных чисел важную роль играет пункт учебника, посвящённый изменению величин. На примерах изменения температуры, длины пружины учащиеся приходят к выводу, что увеличение любой величины можно выразить положительным числом, а  уменьшение – отрицательным. Существенно в дальнейшем для введения операции сложения соглашение, что   перемещение точки вправо на координатной прямой  обозначается положительным числом, а перемещение влево – отрицательным. 


Рис. 4

7. Сложение положительных и отрицательных чисел первоначально рассматривается на координатной  прямой. Учащиеся получают суммы -7 и 4, -2 и -4, 4 и -4, -5 и 0. Далее складываются числа -6 и -3 с помощью термометра и координатной прямой. Выясняется, что -6+(-3)=-9. Анализируя результат, учащиеся приходят к выводу: чтобы сложить два отрицательных числа, надо: 1) поставить перед полученным числом знак «-»; 2) сложить их модули. 


Аналогично вводится алгоритм сложения чисел с разными знаками.


Вычитание рассматривается как действие, обратное сложению: вычесть из числа а число в – это значит найти такое число с, которое в сумме с  в даст а.   

а – в =с, с+ в = а.
Следовательно, вычесть из числа 8 число 11 – это значит найти число, которое в сумме с 11 даст 8. Такое число – 3. Итак, 8 – 11 = - 3. Тот же результат получается, если к 8 прибавить – 11. Итак, 8 – 11= 8+(-11)= - 3.

Вывод: чтобы из данного числа вычесть другое, надо к уменьшаемому прибавить число, противоположное вычитаемому. 


Важно, чтобы учащиеся понимали, что теперь от вычитания можно перейти к сложению.


8. Умножение положительных и отрицательных чисел вводится посредством двух задач.


№1. Фабрика выпускает в день 200 мужских костюмов. Когда стали выпускать костюмы нового фасона, расход ткани на один костюм  изменился на 0,4 м2. На сколько изменился расход ткани на костюмы за день?

Решение. 0,4(200=80.Расход ткани увеличился на 80 м2, иными словами, изменился на 80 м2.

№2. Фабрика выпускает в день 200 мужских костюмов. Когда стали выпускать костюмы нового фасона, расход ткани на один костюм изменился на - 0,4 м2. На сколько изменился расход ткани на костюмы за день?


Решение. Расход ткани на один костюм уменьшился, поэтому расход ткани за день уменьшится на 80 м2, то есть расход ткани на костюмы за день изменился на - 80 м2. Таким образом, - 0,4(200=-(4(200)= - 80.
Считают, что  200((- 0,4) = - ( 200(4)= - 80.


Вывод, чтобы перемножить два числа с разными знаками, надо перемножить модули этих чисел и поставить перед полученным числом знак «-».


 Далее следует ввести правило умножения двух отрицательных чисел. «Уговариваем» учеников так.

Рассмотрим произведение 1,2( 0,3=0,36.
Поменяем знак у первого множителя. Умножим (- 1,2) ( 0,3= - 0,36. Затем - у второго множителя.  1,2 ((- 0,3)= - 0,36. Можно заметить, что при изменении знака  любого множителя знак произведения меняется, а его модуль остаётся тем же. 

Поменяем последовательно знаки, сначала у одного, а затем у другого множителя.

Например, 8(1,1 = 8,8; (- 8)(1,1 = - 8,8. Изменение знака у первого множителя привело к изменению знака у произведения. Поменяем знак у второго множителя. Опять изменится  знак у произведения, то есть (-8)((-1,1) = - (-8,8)=8,8.  Приведённые рассуждения убеждают нас, что произведение отрицательных чисел есть число положительное.

Чтобы перемножить два отрицательных числа, надо перемножить их модули. 

Недостаток таких рассуждений в их формализме. Однако других рассуждений, связанных с практическими задачами, пока не придумали (нерешённая методическая задача).  

Для запоминания правила знаков учащимся можно предложить такие «присказки»: друг (+) моего друга (+) – мой друг. Друг (+) моего врага (–) -  мой враг (-). Враг (-) моего друга (+)  - мой враг (-). Враг (-) моего врага (-) – мой друг (+).

Деление положительных и отрицательных чисел вводится как операция, обратная умножению. Разделить число а на число в, отличное от нуля, это значит найти такое число с, которое при умножении на в даст а.

Например, - 12 : ( - 4) = с, с(((4)=(12. Ясно, что с = 3. Анализируя результат, придём к выводу, что частное двух отрицательных чисел есть положительное число, модуль которого равен частному модулей делимого и делителя. Вводится правило: чтобы разделить отрицательное число на отрицательное, надо разделить модуль делимого на модуль делителя. 

Аналогично вводится правило деления чисел разных знаков.


9.
Введение понятия рационального числа играет важную теоретическую роль. 

Учащимся известны натуральные числа.  

При изучении противоположных чисел вводится определение целых чисел: натуральные числа, противоположные им числа и нуль называют целыми числами. Однако они не являются предметом изучения. 


 Рациональные числа определяются как числа вида 
[image: image35.wmf]n
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, где а – целое число, п – натуральное число.
          Учащиеся убеждаются, что

· любое целое число а является рациональным, так как его можно записать в виде 
[image: image36.wmf]1
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;

· сумма, разность, произведение  и частное (если делитель отличен от нуля) двух рациональных чисел тоже рациональные числа;

· любое рациональное число можно записать либо в виде десятичной дроби (в частности, в виде целого числа), либо в виде периодической дроби.

В отдельный пункт выделены свойства действий с рациональными числами. Рассматриваются переместительное, сочетательное свойства сложения и умножения. Так как действие вычитание сводится к сложению противоположного числа, то  распределительное свойство умножения рассматривается только относительно сложения. 


В упражнениях представлены задания, в которых изученные свойства позволяют рационально считать.

ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА В КУРСЕ МАТЕМАТИКИ 8 КЛАССА


Изучение действительных чисел в курсе алгебры 8 класса связано с введением квадратного корня из числа, который, как известно, может быть числом иррациональным.
Содержание учебного материала.

1. Рациональные числа.

2. Иррациональные числа.


1. Изучение действительных чисел начинается с повторения чисел рациональных (от латинского ratio – отношение). 


В объяснительном тексте учебника повторяются натуральные, целые и рациональные числа. Вводятся обозначения:
N – множество натуральных чисел, Z – множество целых чисел, Q – множество рациональных чисел. Используются знаки ( и ( для записи утверждения, что число является или не является элементом данного числового множества.


Основное внимание уделяется числам рациональным, которые состоят из чисел целых и дробных. Далее рассматриваются представления рациональных чисел в виде дроби. 


Всякое рациональное число (как целое, так и дробное) можно представить в  виде обыкновенной дроби 
[image: image37.wmf]n
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, где т – целое число, а п – натуральное число. На ряде примеров (без доказательства)  делением числителя на знаменатель учащиеся убеждаются, что каждое рациональное число может быть представлено в виде бесконечной десятичной периодической  дроби. При этом конечные десятичные дроби рассматриваются как бесконечные периодические с периодом 0. Верно и обратное утверждение: каждая бесконечная десятичная  периодическая дробь представляет некоторое рациональное число. 

Замечание. Существуют правила представления бесконечной десятичной периодической дроби в виде рационального числа. Однако в школе они не рассматриваются. Приведём хитроумный способ такого представления.



Например, дробь 0, (17). Пусть 0, (17)=х. Тогда 100х=17,(17). Вычтем из второго равенства первое. 99х=17, х=17/99. 


2. Иррациональные числа вводятся посредством операции измерения отрезка.


Пусть  точка  О  –  начальная  точка координатной прямой и отрезок ОЕ – единица измерения. Чтобы измерить отрезок ОВ с помощью единицы измерения ОЕ, поступают следующим образом


Рис. 5

Откладывают  от  точки  О  единицу  измерения  –  отрезок ОЕ.   Он 

уложился в отрезке ОВ 2 раза. Значит длина отрезка ОВ ( 2. Чтобы получить более точный результат, разделим отрезок ОЕ на 10 равных частей. Десятая часть отрезка ОЕ укладывается в остатке СВ 3 раза. Приближённое значение длины отрезка АВ с точностью до 0,1 равно 2,1. Продолжая процесс измерения, мы будем использовать 0,01; 0,001 . . . доли единичного отрезка, получая приближённые значения длины отрезка АВ с точностью до 0,01; 0,001 . . . В процессе десятичного измерения могут представиться два случая: 1) на каком – то шаге не получится остатка;

2) остатки будут получаться на каждом шаге.


В первом случае результатом измерения окажется натуральное число или конечная десятичная дробь, во втором случае бесконечная десятичная дробь. Так как всякое натуральное число и конечную десятичную дробь можно представить   в виде бесконечной десятичной дроби, то можно считать, что результатом десятичного измерения длины отрезка всегда является  бесконечная десятичная дробь. 


Далее на примерах убеждаемся, что длина отрезка может выражаться бесконечной десятичной периодической дробью либо бесконечной десятичной непериодической дробью.


Пример 1. Пусть ОС=7/4 единичного отрезка. При десятичном измерении его длины получим число 1,75.


Пример 2.Пусть отрезок ОF = 8/3 единичного отрезка. длины При десятичном измерении его длины  получится число 2,666...

Пример 3. Пусть стороной квадрата служит отрезок длиной 1. Измерим с помощью этой единицы диагональ квадрата ОК.


Рис. 6
Длина отрезка ОК – сторона квадрата, площадь которого в 2 раза больше площади данного квадрата, равной 1. Следовательно, площадь большого квадрата равна 2. Следовательно, квадрат длины отрезка ОК равен 2. Докажем, что рационального числа, квадрат которого равен 2 не существует.
Метод: от противного. Пусть такое рациональное число существует, то есть (
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)2=2, где 
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 - несократимая дробь. Тогда 
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, т2 – число чётное, значит и т – число чётное. Пусть 
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, то есть п2, а значит и п – число чётное. Тогда дробь
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 сократима на 2, что противоречит нашему предположению. Таким образом,  десятичное измерение диагонали квадрата не есть число рациональное, которое всегда бесконечная, десятичная периодическая дробь. При десятичном измерении отрезка ОК получается бесконечная десятичная дробь, которая не является периодической. Бесконечные десятичные непериодические дроби называют иррациональными числами. Далее приводятся примеры иррациональных чисел. Числа рациональные и иррациональные составляют множество действительных чисел. 
 Даются представления о действиях над действительными числами.

В учебнике содержится ещё один важный вывод: десятичное измерение длин отрезков каждой точке координатной прямой, лежащей справа от начальной точки О, ставит в соответствие положительную бесконечную десятичную дробь. Наоборот, взяв произвольную положительную бесконечную десятичную дробь, мы можем найти на координатной прямой справа от точки О единственную точку А, такую, что длина отрезка Оа выражается этой дробью. 

Замечание. Рассмотренный материал достаточно трудно  усваивается  8-классниками, но, к сожалению, в дальнейшем к изучению числовых систем учащиеся общеобразовательных классов не возвращаются. 
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